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Los módulos cruzados en grupos fueron introducidos a finales de los años 

cuarenta por Whitehead en el estudio de los grupos de homotopía relativos. Módulos 

cruzados de álgebras conmutativas son objetos con una rica estructura y proporcionan 

una generalización simultánea de los conceptos de ideal y módulo sobre un anillo. Por 

tanto es interesante plantear generalizaciones de conceptos y estructuras  de álgebras 

conmutativas a módulos cruzados de álgebras conmutativas. 

 

 Los objetivos de este trabajo son dos. En primer lugar presentamos la relación 

entre álgebras conmutativas y módulos cruzados de álgebras conmutativas mediante el 

álgebra de los multiplicadores. Esto nos lleva a la noción de actor de un módulo cruzado 

y a la generalización del aniquilador de álgebras conmutativas. 

  

Nuestro segundo objetivo es probar que la categoría de módulos cruzados de 

álgebras conmutativas es algebraica sobre la categoría de conjuntos. Para ello se 

demuestra que el funtor de olvido de módulos cruzados a conjuntos, (C, R, ν ) → C x R, 

es tripeable. Siguiendo este esquema los principales resultados que hemos obtenido son 

los siguientes: 

 

1. La categoría XModK de módulos cruzados de álgebras conmutativas es una categoría 

semiabeliana. El concepto de categoría semiabeliana introducido por Janelidze, Márki y 

Tholen es el marco adecuado para capturar las propiedades algebraicas válidas para 

grupos, anillos y álgebras del mismo modo que las categorías abelianas son el marco 

para el tratamiento generalizado de grupos abelianos y módulos. 

2. La categoría XModK no es equilibrada, es decir, monomorfismo y epimorfismo no 

implica isomorfismo. También probamos que existen epimorfismos que no son 

sobreyectivos. 

 

3. En la categoría XModK los epimorfismos regurales son los morfismos sobreyectivos. 

 

4. La categoría XModK es algebraica sobre la categoría de conjuntos Set, es decir, el 

funtor de olvido U : XModK → Set, (C, R, v) → C x R  es  tripleable. 
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5. Se introducen los conceptos de actor y aniquilador de un módulo cruzado de álgebras 

conmutativas que generalizan los conceptos de las multiplicaciones y aniquilador, 

respectivamente, de álgebras conmutativas. El concepto de actor nos permite definir una 

acción de módulo cruzado sobre otro módulo cruzado y así podemos hablar del 

producto semidirecto de módulos cruzados. Comprobamos que este punto de vista 

externo del producto semidirecto es equivalente al punto de vista interno, y como 

consecuencia hablar de producto semidirecto de módulos cruzados es equivalente a 

hablar de extensiones rotas de módulos cruzados.  

 

6. Se obtiene que si 

0→ (C', R', v') → (C, R, v) → (C", R", v") → 0 

es una sucesión exacta corta de módulos cruzados, entonces existe un homomorfismo  

(ε, θ) : (C, R, v) → A(C', R', v') que hace conmutativo el siguiente diagrama 

 

0 → (C', R', v')    →  (C , R, v)     →     (C", R" , v") →  0  

  ↓      (ε, θ) ↓      ↓  

0 →I(C', R', v') →  A(C', R', v') →     O(C', R', v') →    0 

 

donde A(C', R', v') es el actor del módulo cruzado e I(C', R', v), O(C', R', v) son el actor 

interior y exterior, respectivamente. 
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